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1 Inledning

Det faktum att elementira partiklar med samma kvanttal, som t.ex. tva elek-
troner med spinn upp, &r sinsemellan identiska har vittgaende konsekvenser i
kvantfysiken. I kvantfysiken far ndmligen ordet identisk en djupare inneboérd
dn i den klassiska fysiken. Om vi har tva identiska partiklar, d.v.s. partiklar
med alla egenskaper lika, med koordinater a resp. b kan vi enligt klassisk fysik
bestamma oss for att kalla partikeln i @ = a for Partikel 1 och partikelnix = b
for Partikel 2. Sa ldnge partiklarnas koordinater inte sammanfaller kan vi sedan
kontinuerligt f6lja partiklarnas banor genom att hela tiden méta deras position-
er. Om, efter tiden t, partiklarna befinner sig i * = ¢ resp. * = d kan vi genom
att vi foljt partiklarna avgora om det ar Partikel 1 eller Partikel 2 som befinner
sig i ® = ¢ resp. d. Sa ldnge partiklarnas positioner inte sammanfaller kan vi
dérfor i klassisk fysik tillskriva dem egna identiteter (Partikel 1 och Partikel 2
eller Kalle Stropp och Grodan Boll eller ... ).

Detta &r inte léngre fallet da vi gar 6ver till kvantfysiken. I kvantfysiken &r det
inte ldngre mojligt att kontinuerligt f6lja en partikels bana. Foljden av detta blir
att vi inte kan tilldela partiklarna olika identitet eftersom det alltid &r teoretiskt
mojligt att de ”byter plats” med varandra mellan vara observationer. Ett utta-
lande som ”Partikel 1 befinner sig i = a och Partikel 2 i & = b” innehéller
overflodig information eftersom det inte kan skiljas fran uttalandet ”Partikel 1
befinner sig i © = b och Partikel 2 i = a”. Vi bor darfor endast siga ”En
partikel befinner sig i @ = a och en partikel i @ = b” eftersom tillskrivande av
olika identitet at partiklarna blir meningslost.

Hur man matematiskt ska hantera denna icke-sarskiljbarhet ar inte helt sjélv-
klart. Det sédtt man gjort det pa rent historiskt, och som aterfinns i de allra
flesta bocker om kvantmekanik, dr som foljer: Man skriver vagfunktionen for n
identiska partiklar som ¥ (xy, @, ..., x,) dir x; ir koordinaterna for partikel
k, som om partiklarna vore sérskiljbara. Att partiklarna &r identiska fér man
sedan in genom att siga att den fysikaliska situationen skall vara oférdndrad
om partiklarna byter plats sinsemellan, och uttrycker detta matematiskt som

[Py, xa, . x0)* = [, o, ) (1)

dir p(xy, @9, ..., x,) dr nagon permutation av x1, s, ..., T,. Man tittar sedan
pa fallet med tva identiska partiklar och infor operatorn P som byter plats
pa partiklarna, d.v.s. Py (z1,x2) = ¥ (z2, x1). Enligt (1) har vi [ (21, x2)[? =
(@2, 1) eller (xg, ®1) = 9 (@1, 23) och vi far Py (@1, z9) = e9h(x1, ®2).
Vi opererar med P igen och far P2y (x1, 22) = e Py(x1, x2) = (e)?(x1, x2)
, men eftersom P? byter plats pa de tva partiklarna tva ganger indrar den
ingenting och vi maste ha P2y (x1,z2) = (x1, o). Dessa samband ger att
(€?)? = 1 eller € = +1 och Py(x1,®s) = £1b(x1,x2). Vi far alltsa tva slags
partiklar, de vars vagfunktioner svarar mot egenvirdet +1 kallas bosoner och
de vars vagfunktioner svarar mot egenvérdet -1 kallas fermioner.

Eftersom denna forutsigelse av tva partikelslag stimde med vad man fann i
naturen och eftersom hérledningen intuitivt verkar riktig dréjde det dnda in pa
1970-talet innan detta synsétt borjade ifragaséttas.

Problemet bottnar i att man infor index och pa detta sitt behandlar partik-
larna som sérskiljbara. Nar vi "byter plats” pa partiklarna genom att skriva
lagesvektorerna i en annan ordning i vagfunktionen har detta ingen fysikalisk



betydelse och hoger och vénster led i (1) har ingen separat mening. Ekvatio-
nen uttrycker dirfér endast godtyckligheten i denna notation, d.v.s. att samma
fysikaliska situation kan representeras pa flera olika sétt.

Denna text foljer i stort sett upplagget hos den artikel av J.M. Leinaas och J.
Mytheim fran 1977! som till slut gav en tillfredsstéllande hantering av identiska
partiklar i icke-relativistisk kvantmekanik, 50 ar efter teorins fodelse. Jag har
valt att ligga tonvikten pa teorin for identiska partiklar i en och tva dimen-
sioner i kvantmekaniken, ett omrade som blivit aktuellt pa senare tid bl.a. i och
med (den fraktionella) kvanthalleffekten, vars upptickt belonades med 1998 ars
nobelpris i fysik?.

2 Konfigurationsrummet

Istéillet for att infora index for partiklarna och symmetrikrav pa vagfunktionen
kan godtyckligheten i ordningen av ldgesvektorerna tas bort pa ett naturligt sétt.
Tanken #r att anviinda ett konfigurationsrum (definitionsméngden for ) for
vagfunktionen dir alla punkter p(x1, 2, ..., x,) ir identifierade, d.v.s. samma
punkt. Detta istillet for den vanliga Cartesiska produkten® av enpartikelrum-
men. Om X ar koordinatrummet for en partikel och vi har N identiska partiklar i
detta rum beskriver man vanligen de méjliga konfigurationerna fér dessa partik-
lar som punkter i XV, som #r den Cartesiska produkten av enpartikelrummen.
Men eftersom partiklarna #r identiska &r det ingen fysikalisk skillnad pa punkter
i konfigurationsrummet som endast skiljer sig genom ordningen av partiklarnas
ligesvektorer (vilket svarar mot en permutation av axlarna i konfigurationsrum-
met). Punkterna @ = (x1,x2,...,x,) och &’ = p(x1,x2,...,x,) dir x; € X
och p(x1, xa,...,x,) ir ndgon permutation av ligesvektorerna, beskriver alltsa
samma fysikaliska konfiguration av partiklarna. Det sanna konfigurationsrum-
met &r alltsa inte XV utan det rum som fas om man i X identifierar alla punkter
som svarar mot samma fysikaliska situation. Vi kallar detta rum X~ /Sy efter-
som det fis genom att "dividera” ut den symmetriska gruppen Sy. XV /Sy
ar lokalt isomorft med XV utom i dess singulira punkter, d.v.s. punkter som
svarar mot att tva eller flera partiklar befinner sig i samma punkt. XV /Sy skil-
jer sig dock fran X i sin globala struktur. I den klassiska fysiken har de globala
egenskaperna hos konfigurationsrummet mycket liten betydelse eftersom man
kontinuerligt kan f6lja en partikels bana. I kvantfysiken dédremot kan man inte
lingre kontinuerligt f6lja en partikels bana och konfigurationsrummets globala
egenskaper blir viktiga. Vi ska nu se hur X /Sy ser ut i nagra olika fall.
Antag att enpartikelrummet X = R™. Det star klart att vi maste anvénda oss
av relativa koordinater sa vi infér masscentrumkoordinaten

1 N
Xcm:N;mieR”

dir x; € R™ #r de N partiklarnas koordinater. X ., dr invariant under Sy (som
ju endast byter plats pa partiklarna) och N-partikelrummet kan skrivas som en

1”0On the theory of identical particles”, J.M. Leinaas och J. Myrheim, Nuovo Cimento,
37B N. 1 (1977).

2Se t.ex. Kungliga Vetenskapsakademiens hemsida http://www.kva.se.

3Den Cartesiska produkten av rummen A och B definieras som AxB = {(a,b)|a € A, b € B}.



Cartesisk produkt
(R™N /Sy =R" x r(n, N)

av masscentrumrummet R™ och nagot "relativt” rum r(n,N) for partiklarnas
relativa positioner. Om vi begriansar oss till system med tva partiklar, N = 2,
blir r(n,2) det rum som fas om man i R” identifierar punkterna @ = &1 — x5 och
—& = 3 — x1. Detta rum har en singulér punkt, ndmligen = 0, som svarar
mot att partiklarna befinner sig i samma punkt. Om vi utesluter denna punkt
far vi aterigen en Cartesisk produkt

r(n,2) — {0} =]0, co[xP,_1

av den positiva reella axeln, som ger lingden || av vektorn & € R™, och det
(n — 1)-dimensionella rummet P,,_1, som ger riktningen t+ax/|x| av x. P,_; &r
alltsa enhetssfiren i n — 1 dimensioner med (diametralt) motstaende punkter
identifierade.

2.1 Identiska Partiklar pa en Linje

Det enklaste fallet &r da tva partiklar ror sig lings en linje, d.v.s. N=2, X = R.
Konfigurationsrummet blir d& R? med punkter (z1,x2) och (z2, 1) identifier-
ade, d.v.s. halvplanet med t.ex. z; > x2 (se figur 1). Identifikationen &r singulir
langs linjen x1 = xs.

X5
4

X=X,

I

Figur 1: Det oskuggade halvplanet &r konfigurationsrummet for tva identiska
partiklar som ror sig lings pa en linje, R?/Ss.

2.2 Identiska Partiklar 1 Planet

Konfigurationsrummet for tva partiklar som ror sig i planet (R?) blir R*/Sy =
R? x 7(2,2). Det relativa rummet r(2,2) #r R? med punkter & och —a identifier-
ade. Vi kan askadliggora detta rum om vi ténker oss att vi klipper ldngs linjen
11 figur 2 och rullar ihop planet sa att punkterna som skall identifieras hamnar
pa varandra. Vi far da en kon. En cirkel C kring origo i planet kommer att ga
tva varv kring konen.



e

Figur 2: Det relativa rummet r(2,2) for tva identiska partiklar i planet med
motsatta punkter  och —x identifierade. Identifikationen kan astadkomimas
genom att klippa planet langs 1 och vika ihop det till en kon.

Konen &r globalt krokt men lokalt plan 6verallt utom i den singulédra punkten
(spetsen pa konen). Att rummet dr krokt gor att parallelltransport av vektorer
inte blir vad vi dr vana vid. For att se detta tittar vi pa planet igen, paral-
lelltransport av vektorer blir nu den vi dr vana vid men p.g.a. identifikationen
kommer en vektor v i punkten x att vara associerad med en vektor —v i punk-
ten —z. Om vi nu parallelltransporterar vektorn v fran x till —x och sedan
“rullar ihop” planet till en kon ser vi att vi parallelltransporterat v ett varv
kring konen. Nér vi kommit tillbaka till startpunkten har vi dock fatt vektorn
—wv. Figur 3 forsoker askadliggora detta.

y

N O

Figur 3: Parallelltransport av vektorn v kring tva olika slutna kurvor Cy och Cy
i det relativa rummet r(2,2) som representeras av konen. Om konen avbildas pa
planet blir Cs en sluten kurva i planet som alltsa limnar v oforéindrad. C; gar
fran «x till —x, och eftersom vektorn v i punkten & genom identifikationen blir
densamma som vektorn —wv i punkten —x, kommer parallelltransport ett varv
lings Cy att éndra v till —v.

Parallelltransporterar vi ett varv till (tillbaka till & i planet) far vi tillba-
ka var ursprungliga vektor v. Parallelltransport lings en sluten kurva i r(2,2)
dndrar alltsa v till (—1)™wv dir m &r antalet varv runt konen som kurvan gor.
Detta visar sig gélla mer allmént. For X = R™ visar det sig att det finns tva



klasser av likvérdiga slutna kurvor med avseende pa parallelltransport av vektor-
er i r(n,2). Den ena klassen ldmnar v oférindrad medan den andra dndrar v till
—v. Den forsta klassen sammanbinder punkten (z1,z2) € (R™)? kontinuerligt
med sig sjilv och den andra klassen sammanbinder (&1, x3) med (z2, x1).

2.3 Identiska Partiklar i Rummet

Det fysikaliskt mest intressanta fallet &r forstas X = R3. For att illustrera r(3,2)
noterar vi att Py, det projektiva rummet, dr ytan av enhetssfiren med (diame-
tralt) motsatta punkter identifierade. Eller ekvivalent det norra halvklotet med
motstaende punkter pa ekvatorn identifierade (se figur 4).

Figur 4: Det projektiva rummet Py illustrerat som det norra halvklotet av en-
hetssfaren med motstaende punkter pa ekvatorn identifierade. Cy, Cy och Cj
ar slutna kurvor. C7 kan deformeras till en punkt, Cy kan inte deformeras till
en punkt. Eftersom detta rum dr dubbelt sammansatt kan dock C3, d.v.s. Cy
genomlopt tva ganger, deformeras till en punkt. C3 skulle kunna vara ett steg
pa viigen i deformationen av O3 till en punkt.

I 7(3,2) — {0} =]0,00[xPy éndras en vektor v till —v om den parallell-
transporteras liangs nagon kontinuerlig sluten kurva i P, som sammanbinder
motsatta punkter pa sfaren. Analogt med det tvadimensionella fallet siger vi
att en sadan kurva gar ett varv kring singulariteten & = 0. En kurva som
gar ett varv kring singulariteten kan inte kontinuerligt deformeras till en punkt
utan att passera genom singulariteten. Detta #r dock, till skillnad fran i det
tvadimensionella fallet, mojligt med en kurva som gar tva varv kring singu-
lariteten. Det #r litt att se att t.ex. C2 i figuren, d.v.s. kurvan Cy genomlopt
tva ganger, kan deformeras kontinuerligt till en punkt. Vi sédger att det relativa
rummet i tre dimensioner dr dubbelt sammanhingande eftersom kurvor som
gar tva varv kring singulariteten kan deformeras till en punkt medan kurvor
som gar ett varv kring singulariteten inte kan deformeras till en punkt utan
att passera singulariteten. I det tvadimensionella fallet 4r det relativa rummet
istéllet oandligt sammanhingande eftersom inga slutna kurvor kring singular-
iteten kan deformeras till en punkt utan att passera konens spets.



2.4 Identiska Partiklar pa en Cirkel

Rummet R™ &r speciellt pa sa sitt att " masscentrumrummet” gar att bryta ut.
For att ta ett annorlunda exempel kan vi betrakta tva partiklar som ror sig pa
periferin av en cirkel C. Om partiklarna inte &r identiska &r konfigurationsrum-
met en torus, C2, med bada radierna desamma som C. Om partiklarna istllet
ar identiska blir konfigurationsrummet ett Mobiusband! For att se detta infor
vi masscentrumvinkeln ¢ och den relativa vinkeln ¢, se figur 5.

¢

Figur 5: Tva identiska partiklar pa en cirkel. Rektangeln till htger representer-
ar alla mojliga konfigurationer och randpunkterna (0, ¢) och (7,27 — @) rep-
resenterar samma konfiguration. Gors denna identifikation blir rektangeln ett
Mébiusband.

Rektangeln 0 < ¢ < 7 och 0 < ¢ < 27 i (¢, )-planet innehaller alla mojliga
konfigurationer. Alla punkter i rektangeln representerar olika konfigurationer
férutom vénster- och hogerkanten dér (0, ) och (7, 2w — ¢) bada representerar
samma konfiguration. Om man gor denna identifiering (genom att t.ex. klippa
ut rektangeln och vika den sa att dessa punkter sammanfaller) blir rektangeln
ett Mobiusband.

3 Kvantisering

Vi ska nu se hur var behandling av konfigurationsrummet i forra avsnittet kan
tillampas pa kvantfysiken. For det forsta behover vi inte ldngre inféra nagra sym-
metrikrav pa vagfunktionen eftersom godtyckligheten i notationen &r avldgsnad.
Detta verkar énskvirt. Vi slipper problem som varfor elektroner pa stort avstand
ifran varandra (t.ex. i olika galaxer) skulle vara korrelerade genom att deras
vagfunktion ska ha en viss symmetri. Ddremot finns det inget sjalvklart sitt att
kvantisera en teori med ett krokt konfigurationsrum som till och med har sin-
gulariteter. Vi ska hir forsoka visa pa vad som verkar vara det enklaste séttet,
utan att inféra onddiga restriktioner pa teorin. Problemet dr att definiera en
Hamiltonoperator som tar hand om de fysikaliska effekterna av singulariteterna
pa ett riktigt sdtt. Vi betraktar i tur och ordning rummen R, R? och R3.



3.1 Identiska Partiklar pa en Linje

I en dimension &r singularitetens natur nagot annorlunda &n i tva och tre dimen-
sioner. Konfigurationsrummet for tva partiklar i en dimension &r halvplanet i
figur 1, avsnitt 2, och singulariteten &r begrénsningslinjen x1 = x5. Det &ar dérfor
naturligt att anta den vanliga Hamiltonoperatorn for tva fria partiklar pa en
linje och beskriva effekten av singulariteten som ett randvirdesproblem. Ut-
tryckt i masscentrumkoordinaten 2 = (21 + x2)/2 och den relativa koordinaten
z=x1 — o >0 far vi

R 02 92 (/1o o8\ (10 8\
2m \ Oz7 = Oz3 2m 20x Oz 20x 0Oz
K2 182+82+82+182 82+82 _
49022 Oxdz 022 4022 Oxdz  9z22)
K2 9?2 K2 02
e WO (2)
dar m &r partiklarnas massa.
Nér man i normala fall har en partikel som endast kan rora sig inom ett be-
grinsat omrade kridver man att vagfunktionen &r noll pa omradets rand. Detta
krav svarar i vart fall mot att partiklarna &r fermioner och &r uppenbarligen
ett for starkt krav for oss. Ett rimligare krav ar att begéra lokalt bevarande av
sannolikhet pa randen av konfigurationsrummet. Detta innebér att vi kriaver att

den normala komponenten av sannolikhetsstrommen forsvinner i alla punkter
pa randen, d.v.s. att ingen sannolikhet ”flyter ut” ur konfigurationsrummet, sa

att
o o~

jl(JZ,O) = W(%O)E(l‘:o) - 711(%0) Oz

for alla x och vagfunktioner ¥ (x, z). Detta krav pa vagfunktionen ér tillriackligt
for att sannolikheten skall vara globalt bevarad och fér att Hamiltonoperatorn
i (2) skall vara hermitisk. Vi loser (3) genom att skriva om den som

“2m

(x,0) =0 3)

O (,0)/(2,0) = (2, 0)/4 (2,0) =7 € B
eller o0
o 2,0) = (2, 0) ()

dér n alltsa dr en reell parameter. Till f6ljd av superpositionsprincipen har vi
0m¢=¢1+¢2+---+¢n att

_ oy _ Oy On, _
777/)(%0) - a(xao) - 9z ($70)+' -t 9z (1'70) - 7711!]1(53’0)—’_‘ . +77n7/1n(x30)
for alla x. Detta medfor att 1y = e = ... = n, = n. Alltsa ar virdet pa

7 oberoende av ¥ och darfor karakteristiskt for systemet i fraga. Av transla-
tionssymmetrin f6ljer att n inte heller kan bero av z (masscentrums lige). Vi
observerar att det inte dr mojligt att superponera vagfunktioner svarande mot
olika n-vérden.

Virdet pa n beskriver systemets flerpartikelnatur. Ett bosonsystem har n = 0
medan % = 0 svarar mot ett fermionsystem. Men alla mellanliggande viarden pa



7 ar ocksa mdjliga och svarar mot system som varken &r boson- eller fermion-
system!

Vi fortsédtter nu med att 16sa den tidsoberoende Schrodingerekvationen for
Hamiltonoperatorn (2) med vart randvillkor (4). For att gora detta anvinder
vi oss av det klassiska knepet att separera variabler och skriver

Y(x,2) = X(x) - Z(2)
Séatter vi in detta i Schrodingerekvationen och dividerar med @ far vi

R 10°X R210%*Z B
4m X 0x2 mZ 022
eller
10?2X 40°Z 4mE
Y P2 = 7.2 T 2 (5)
X Ox Z 0z h
I denna ekvation beror hogerledet bara av z och vénsterledet bara av x, de
maste dirfor vara lika med en konstant. Energin associerad med masscentrums
rorelse ar positiv eftersom vi betraktar fria partiklar och alltsa maste dven var
separationskonstant vara det. Vi kan da vilja att skriva den som k2 dér k € R
och far da ekvationerna

92X
50z + X =0 (6)

82Z + (miE' — kﬁ

022 h? 4
Vi behandlar forst fallet |k| < 2v/mE/h. De allménna losningarna blir i detta
fall

)Z =0 (7)

X = Cleikac + Cze—ikx (8)
Z = C3e™'* 4 Cue™'% = C5 cos(K'z) + Cgsin(k'z) 9)
dér k' =/ 2E — %2 och C), &r komplexa konstanter. Randvillkoret (4) ger nu

Cﬁ . k/ . (Cleikw + 0267“”) =n- 05 . (Cleikw + CQGiikm) = 06 = E . 05

k;/
Vi kan alltsa skriva losningen da |k| < 2v/mE/h som
Uiz, 2) =X - Z=A-e* . (cos(k'2) + Lsin(k'z)) (10)

k/

déar A &r en normaliseringskonstant. Den del av vagfunktionen som beskriver
den relativa rorelsen dr i detta fall en reell staende vag.
Nu aterstar att titta pa fallet |k| > 2v/mE/kh. Masscentrumdelen blir densamma
men den relativa delen har nu istéllet for (9) losningen

Z = Cre"'% 4+ Cge "2 (11)

dar k" = 1/%2 - "gg\E . For att ¢ ska ga mot noll da z gar mot oéndligheten
maste vi ha C7 = 0. Randvillkoret (4) ger oss nu

—k". CS X (Cleikz + CQe—ika:) =7- 08 X (Cleikz 4 C2e—ik:x) = k" = —n



och vi far '
Yo(x,2) = X - Z = B - etk . ol (12)

dér B dr en normaliseringskonstant. Vi ser att detta endast dr en giltig l6sning
om 7 < 0. Denna 18sning har samma form som 15sningen till (?den vanliga”)
Schrodingerekvationen utan randvillkoret (4) men med en potential V(x; —x2) =
—d(x1 — x2), d.v.s. en attraktiv potential mellan partiklarna med oéndligt kort
rackvidd.

De bada l6sningarna 1 och 1) representerar ett system av tva partiklar som
(for allmédnna n-virden) varken dr fermioner eller bosoner utan anyoner (efter
engelskans any-statistics)!

3.2 Identiska Partiklar i Planet

Nér vi gar over fran en till tva dimensioner dr konfigurationsrummet inte langre
plant dven om singulariteterna utesluts. Néarvaron av singulariteter avslojas
genom en global krékning av konfigurationsrummet som vi studerade i avsnitt
2 genom att titta pa parallelltransport av vektorer. For att se singulariteternas
betydelse i den kvantmekaniska beskrivningen introducerar vi pa ett liknande
sitt parallelltransport av tillstandsvektorer.

Till att borja med introducerar vi fér varje punkt « i konfigurationsrummet
ett endimensionellt Hilbertrum, h, (en ”fiber” pa matematiska). Istéllet for en
tillstandsvektor i ett odndligtdimensionellt Hilbertrum later vi systemet beskri-
vas av ett kontinuum av tillstandsvektorer ¥(x) € hy, en for varje punkt i
konfigurationsrummet. ¥ &r alltsa en enkelvéird funktion definierad pa konfigu-
rationsrummet vars funktionsvirde W(x) i punkten x #r en vektor i h,. Detta
ar inte fullt sa exotiskt som det later. Istéllet for att systemet beskrivs av en
tillstandsvektor som har en komponent (ett komplext tal) for varje punkt i kon-
figurationsrummet, beskriver vi systemet med en tillstandsvektor for varje punkt
@ 1 konfigurationsrummet, dessa vektorer har dock endast en komponent (ett
komplext tal) var. I bada fallen beskriver vi alltsa systemet med ett komplext
tal (amplituden) for varje punkt i konfigurationsrummet. Den nya beskrivnin-
gen av systemet med en tillstandsvektor for varje & ger oss dock mojlighet att
ha ett krokt konfigurationsrum.

Om vi introducerar en normerad basvektor x, i varje rum h, blir den vanliga
komplexa vagfunktionen #(x) bara koordinaten av vektorn ¥(x) relativt den
basen:

U(x) = () Xq (13)

Eller ¢(x) = (x,|¥(x)), ddr (A|B) betyder den inre (skaldra) produkten av
vektorerna A och B. Detta &r precis analogt med vad man har i fallet med ett
oéndligtdimensionellt Hilbertrum, ¢ (x) = (z|¥) eller ¥(x) = (x| V) med Diracs
notation. Vagfunktionen ¢ (x) kommer dérfor att bero pa uppséittningen basvek-
torer, eller gaugen, {x,}. En dndring i uppséttningen basvektorer kommer att
orsaka en lokal gaugetransformation *

V(@) = ¢ (x) = ey () (14)

4Transformationen kallas lokal om t(2) multipliceras med en fasfaktor et?(®) som varierar
i rummet, d.v.s. om (&) ej dr konstant. Ett annat namn dr gaugetransformation av andra
slaget.




Detta eftersom vektorerna W(x) inte beror pa basen (detta &r ju kdnnetecknet
for vektorer) och eftersom den enda transformation av basvektorerna som be-
varar normaliseringen dr multiplikation med en fasfaktor (som dock kan bero
av ), Xp — X = ¢ @) x, . Eftersom tillstandsvektorerna ¥(x) inte beror
pa uppséttningen basvektorer {x,} vi véljer (vektorerna ¥(x) dr gaugeinvari-
anta), och eftersom de antas beskriva systemet fullstindigt, kan inga fysikaliskt
métbara storheter heller bero pa uppséttningen basvektorer. Eftersom en métbar
storhet, sig A, i kvantfysiken representeras av en (Hermitisk) operator, A, som
opererar pa vagfunktionen (x) maste, om v (x) ir en egenfunktion till A med
egenviirde a, métvirdet a = [ w*(w)gl/)(az)da: vara oberoende av uppséattningen
basvektorer {x,}, d.v.s. [¢*(z)AY (z)dx = [¢*(x)Ap(z)de = a dir ' (z)
ir resultatet av gaugetransformationen (14). Detta villkor dr uppenbarligen upp-
fyllt for ligesoperatorn T = @ eftersom

P (@)T) (z) = e @ (@) e Pp(x) = ¥ (z)z(x) = ¥ (2)TY ()

Déremot ér villkoret inte uppfyllt for rérelseméngdsoperatorn p = %V eftersom
Ry —ip(@), % (o e i ()
V@B () = @y (2) T VR () =

— e—i¢(w)z/}*(:c)h(lﬂ(w)VeW(w) + @V (a)) =

=4 (@) V() + W () 0 (@)(@) =
— U @(e) + V(@) [6(@)? £ () (a)

savida () inte dr en konstant. Om vi vill halla fast vid var idé om gaugein-
varians (vilket vi naturligtvis vill) maste vi dérfor bl.a. definiera om var rorelse-
méingdsoperator p, men hur? Problemet med var rorelseméngdsoperator dr att
den innehaller en derivata med avseende pa ldget som inte dr gaugeinvariant
eftersom fasen ¢ &r en funktion av just ldget. Det naturligaste séttet att losa
detta problem &r att forsoka finna en gaugeinvariant derivata av vagfunktionen
1 (x) och stoppa in denna derivata istéllet f6r V i uttrycken for vara operatorer,
sasom p.
For att kunna definiera en gaugeinvariant derivata introducerar vi begreppet
parallelltransport av vektorer fran hg. Vi later P(a’, @) : hgy — hg beteckna
den linjéra operator som parallelltransporterar vektorer fran hg till hy ldngs
nagon kontinuerlig kurva fran « till . T allminhet kan parallelltransporten bero
pa kurvan fran x till ', men vi antar att den infinitesimala parallelltransporten
P(z +dz,x) fran x till  + da dr unikt definierad. Till sist antar vi att vi, i alla
fall lokalt, kan vilja gaugen {x.} sa att lagen for infinitesimal parallelltransport
blir

P(z +dz,x) X, = (1 +idz"by(2)) X psda (15)

dér summering 6ver k dr underforstadd. Innebérden av detta &r att basvektorn
i punkten x, X, parallelltransporterad fran « till * + dx fas ur basvektorn
i punkten = + dz, X, 45, genom en infinitesimal rotation. Vad vi antagit ar
alltsa att vi kan vilja gaugen {x.} sa att basvektorerna éndras kontinuerligt
fran punkt till punkt.
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Viljer vi gaugen sa att (15) &r uppfylld kan vi med hjilp av infinitesimal paral-
lelltransport definiera en gaugeinvariant derivata. Vi tittar pa hur tillstandsvektorerna
U(x) dndras vid parallelltransport fran @ till © + d och skriver dndringen som
A¥(x +dx) = U(x + dx) — P(x + de,x)V () € hpide- Detta dr illustrerat i
figur 6.

.'Pu-' i d_r]

A

'-.Pu-] xx"'d.t

\ PW(x)

hx hJc'hJ.k

Figur 6: Den gaugeinvarianta dndringen, AW, av ¥ da vi gar fran x till  + dx
definierad med hjélp av parallelltransport.

Vi definierar nu den gaugeinvarianta derivationsoperatorn, D, sa att
AY(z + dz) = de" Db () - Xg (16)

(summering 6ver k #r underforstadd). Vi kan se att denna derivata verkligen
blir gaugeinvariant genom att forst ta skaldrprodukten av bada led med *(x +
dx)X 444z OCh sedan gora en gaugetransformation. Vi far da genom att utnyttja
(16) och (14)

(V" (@ + dz)da" Dyt () = 0" (@ + da) (Xapy 42| AY (@ + da))' =

= (@I Y (g + da))* (e TP T x4 AT (2 + dar)) =
= IR (@ )o@ ) (AT (@ + di)) =
=% (@ + d2)(Xp 142 |AV (2 + da)) =
— " (2 + dz)do* D) (17)
Dessutom har vi att

dz* Dy (@) = (Xa 4 a2l AV (@ +dT)) = (Xg o |V (@ +d) — P2 +da, @)U (x)) =

= (X:v—&-da:l("/](x + diL‘) - ¢($)(1 + idxkbk(w)))Xm-i-dm) =
— (wla) + ot (@)~ 0(a) ~ il 0 @)5(2) ) (s alXa ) =

O iby(a))(x)

= dak(—
x(ax
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sa att
D =V —ib(x) (18)

ar var gaugeinvarianta derivationsoperator.
Funktionerna by bestdms dels av systemets dynamik och dels av vart val av
gauge {xz}. De maste vara reella f6r att P(x + da) ska bli unitir, d.v.s. sa att

|P¥| = |¥|. Den gaugeinvarianta funktionen
. ob;,  Oby,
= i[Dy, D] = —L Tk 19
fia = ilDy, D] = £~ S (19)

, d.v.s. kommutatorn mellan de olika komponenterna av D, svarar i fallet med
parallelltransport mot krokningstensorn. Det finns stora likheter mellan den
gaugeinvarianta derivationsoperatorn (18) och den derivationsoperator som dyk-
er upp i Hamiltonoperatorn fér en laddad partikel i ett magnetfilt:

.q
Vit A) (20)

I det fallet svarar fr; mot filtstyrketensorn och b mot vektorpotentialen A.
Vi ser alltsa att vart krav pa lokal gaugeinvarians tvingar oss att inféra en
”vektorpotential”, b(x), med tillhérande kraftfilt. I vart fall vill vi dock inte
att ”vektorpotentialen” b(x) ska beskriva ett kraftfilt. Vi antar dérfor att
fr(x) = 0 for alla & utom i de singulidra punkterna, dér fi; dr odefinier-
ad. Detta innebér att kurvintegralen f,y Dv(x) - da blir oberoende av viigen
i varje enkelt sammanhéngande omrade i konfigurationsrummet (D(x) &r en
s& kallad potentialfunktion). Speciellt dr da ¢ Diy(x) - dz = 0 och eftersom
v (z) = (x) + § DY(x) - de = (x) blir ¢ entydigt definierad i omradet i
fraga och eftersom basen {x.} &r entydigt vald fran borjan blir parallelltrans-
port av tillstandsvektorerna W(x) oberoende av vigen. Vektorerna ¥ forblir
alltsa oforédndrade vid parallelltransport runt slutna kurvor som ej innesluter
nagon singularitet. Om kurvan innesluter en singularitet kommer W(x) att
dndras till P, ¥ (x) vid parallelltransport ett varv runt singulariteten, dér P, dr
en linjir, unitir operator som verkar i h,. Eftersom detta dr ett endimensionellt
Hilbertrum ar P, bara en fasfaktor

PyU(x) = €0 (a) (21)
dar € € R. Eftersom
Py ¥(x') = P(x/,x) Py P~ (x', 2)¥(z') = P(a/,x) P,V (x) =
= P(z/,x)e* U (x) = €T (2) (22)

beror inte parametern £ pa punkten x och den dr darfor karakteristisk for det
givna tvapartikelsystemet.

Faltet b har en dynamisk effekt genom den gaugeinvarianta derivationsopera-
torn D. Det visar sig dock att b kan transformeras till noll genom att basvek-
torerna x véljs pa ett speciellt sdtt. Om vi utgar fran en basvektor x. i en
godtycklig punkt och later basvektorerna i alla andra punkter vara denna vek-
tor parallelltransporterad till punkten i fraga blir b = 0 (férutsatt att fi; = 0).
A andra sidan kommer, om e% # 1, den komplexa vagfunktionen 1 (z) bli
flerviird 1 denna gauge. Detta beror pa att basen blir flervird eftersom vektor-
erna Xz, et xz, et x,, ... € hy alla genereras genom parallelltransport av
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Xz léngs slutna kurvor olika manga varv kring singulariteten. Pa detta sétt
kan alltsa effekten av singulariteterna ¢verforas fran derivationsoperatorn, och
dérmed fran Hamiltonoperatorn, till vagfunktionen ¢, genom att denna blir
flervird.

Vi tittar nu specifikt pa det tvadimensionella fallet och illustrerar de tva oli-
ka sétten att tolka vagfunktionen. Vi ndjer oss med att titta pa den rela-

tiva delen av koordinaterna. Vi infér poldra koordinater r = |z — 2| och
= arctan (%) € [0,2x[. Hamiltonoperatorn blir i fallet med fria par-

tiklar 2 5 o
1 1
H=-"(2 -9, -9 2
m <8r2 +r8r+7“26<p2) (23)

da vagfunktionen uppfyller
U(r, o+ 2m) = e5(r, )

Parametern £ beskriver systemets flerpartikelnatur. For ett bosonsystem &r
& = 0 och for ett fermionsystem &r £ = 7. Det finns dock ingen anledning
att begrénsa ¢ till endast dessa tva vérden. Liksom i fallet med en dimension
ser vi att ett kontinuum av tillstand &r mojliga mellan boson- och ferminonfall-
en.

Var andra mojlighet &r att definiera den enkelvirda vagfunktionen

_; L
P (r,p) = e 27 EP(r, ) (24)
och istéllet anvinda den transformerade Hamiltonoperatorn

. . R2[(92 10 e isev 92 e
H/ —e '2mPHelor¥ = — | —— - DE——LS- o
¢ ¢ m <6r2+r8r+ r? 84,026

(o> 10 1[0 €\?
=—— | ==+ -—=—+==—+i= 25
m <67‘2+r8r+r2 (8(/)—’—227?) (25)
For att se de fysikaliska effekterna av parametern & later vi partiklarna vixelverka
via en harmonisk oscillator potential

1 1
Vir)= §MWQT2 = me2r2 (26)

dér p ar den reducerade massan. I Schrodingerekvationen for Hamiltonoper-
atorn H' + V kan vi separera variabler och skriva ¢'(p,r) = ®(¢)R(r). For
vinkelberoendet far vi ekvationen

n? [ d 2
— < + ig) = —k>® (27)
m \ dy 2m

dér —k? &r separationskonstanten, som #r negativ eftersom vi &r intresserade
av bundna tillstand. Losningen kan skrivas som

D(p) =€ 1=0,+1,+2,... (28)

l &r begrinsad till heltal for att funktionen inte ska bli flervérd.
Sétter vi in vart ® blir ekvationen for den radiella delen, R(r),

d? 1d A?
(d7“2+’l"d’l“’l“2B2r2+C) R(r)=0 (29)
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dér vi infort de nya beteckningarna

_ § _lmw _mE
A_P+% B=5— C=—3

Denna ekvation &r inte lika enkel att 16sa. Den maste forst forenklas. Om man
tittar pa det asymptotiska beteendet hos l6sningen kan man se att da r < 1
blir ekvationen ungefar

d? 1d A?
<dr2+rdr - > Ro(r) =0

med l6sningen Ry(r) = 7. Om vi later 7 >> 1 blir ekvationen istillet ungefir

d? 2,2 _

W — B*r ROO (T) =0
som har den approximativa losningen R (r) = e=B™/2_ Vi forsoker nu att
16sa var ursprungliga ekvation genom att ansétta en 16sning pa formen R(r) =
rAe=Br*/28(r). Sitter vi in detta i (29) far vi efter en del riknande

d? 2A+1 d

Nu bérjar det likna nagot. Vi ansétter en potensserie, S(r) = > a,r™, for

att forsoka losa ekvationen. Vi far

(24 + 1)a1% + i (2(71 +2)(n+ Dapy2+ (2A+1)(n+ 2)api2—
n=0

—2B-n-a, +(C —2B(A+ 1))(1")7"" =0

For att detta skall vara uppfyllt maste alla termer i summan vara noll och vi
far

2B(n+A+1)-C
n+2)2n+A+1)+1)

For att R(r) ska ga mot noll da r gar mot odndligheten maste denna serie ta
slut for nagot dndligt n. Kravet blir

(2A+1)a; =0 Opta = ( an

2B(n+A+1)—-C=0
eller om vi atergar till de ursprungliga variablerna
B =holn i+ 2 +1) n=012.. (31)
s
Vi har alltsa fatt ut systemets mojliga energier. Virdet pa £ paverkar systemets
energinivaer. Figur 7 visar energinivaerna for alla olika vérden pa & fran boson-
fallet £ = 0 till fermionfallet £ = 7. Mojligheten att ha vilket virde som helst

pa & gor att alla energier mellan fermion- och bosonenerginivaerna ocksa &r
mojliga.
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Figur 7: Energispektrum for ett tvapartikelsystem som vixelverkar med en har-
monisk oscillator potential i tva dimensioner. Energin visas som funktion av
parametern £. Den kontinuerliga ¢vergangen mellan boson- och fermionspek-
trum framgar tydligt.

3.3 Identiska Partiklar i Rummet

Vi tittar nu slutligen pa det tredimensionella fallet. Som vi sag i avsnitt 2 kan
en sluten kurva som rundar singulariteten tva ganger kontinuerligt deformeras
till en punkt utan att passera genom singulariteten. Detta betyder att om vi
parallelltransporterar ¥ tva varv kring singulariteten maste vi fa tillbaka vart
ursprungliga ¥, d.v.s.

P:=1 (32)

Sa att Pr = £1 och endast de tva virdena £ = 0 och £ = 7 dr mdjliga. Om vi
definierar var uppsittning basvektorer {x} genom parallelltransport blir X,
och dérfor dven ¥ (x), enkelvirda da £ = 0 och dubbelviirda da & = 7.

Det sista steget for att 6verga till den traditionella formalismen &r att dndra
vagfunktionen sa att den blir definierad pa (R?)? istillet for pa (R®)?/S;. Om
vi tar en godtycklig punkt @ i (R®)?/S3 och basvektorn i denna punkt xg € hg
och associerar denna med punkten (x1,x2) i (R3)? kan vi parallelltransportera
denna basvektor till alla andra punkter i (R3)2. Detta eftersom varje kurva i
(R?)? svarar mot en unik kurva i (R?)2/Sy dér vi definierat parallelltransport
av basvektorer. Basvektorn PpXz, som i (R®)2/S, befinner sig i punkten x,
kommer i (R3)? istillet att befinna sig i punkten (x5, 1) som ir helt skild fran
(x1,x2). Uppsiittningen basvektorer kommer diirfor att bli entydigt definierad i
(R3)? till skillnad fran i (R3)?/S,. Alltsa kommer den komplexa vagfunktionen
att bli enkelviird i (R?)2.

Vagfunktionen i (R?)? kommer istéllet att uppfylla villkoret

P(x2, 1) = ei%(wl, x3) = £Y(x1, T2) (33)

dér € = 0 svarar mot bosoner och & = 7 mot fermioner. Vi far alltsa tillbaka
vart symmetripostulat, fast pa naturlig viag, genom att konfigurationsrummet
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(R?)2 /S5 dr dubbelt sammansatt.

4 Sammanfattning

Vi har sett hur man pa ett naturligt séitt kan hantera icke-sérskiljbarheten hos
partiklar i kvantmekaniken genom att modifiera konfigurationsrummet. I tre
dimensioner har vi sett att detta ger samma resultat som den traditionella
metoden att inféra symmetripostulatet

W}(wla L2, ... vwn)P = |¢(p(:c17:c2, R a3n))|2 (34)

I en och tva dimensioner far man dock andra resultat. Det blir hir méjligt med
ett kontinuerligt spektrum av partiklar (eller kvasipartiklar) mellan boson- och
fermionfallen, sa kallade anyoner. Vad spelar det da for roll vad som &r mojligt
i en och tva dimensioner nér den fysiska virlden ju dr tredimensionell? Det
visar sig att i kvantfysiken kan man faktiskt ha partiklar som ror sig i endast
en eller tva dimensioner. Som exempel har man i kvanthalleffekten elektroner
som roOr sig i gransskiktet mellan tva halvledare kylda till ytterst nira absolu-
ta nollpunkten. Under dessa forhallanden visar det sig att elektronerna endast
kommer kunna réra sig i ett plan.

I kvanthalleffekten skulle alltsa anyoner kunna upptrada och det &r precis vad
man observerar i den fraktionella kvanthalleffekten. Déar upptrdder namligen
kvasipartiklar med kvanttal som inte &r heltal och lite andra mérkliga egen-
skaper.

I denna text har vi inte tittat pa fler &n tva identiska partiklar och undvikit att
behandla spinn. Dessa saker later sig dock goras pa ett rattframt sétt utan att
introducera nagra nya begrepp.
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