KVANTFYSIKENS PRINCIPER

Vagor, och Heisenbergs osakerhetsrelation

Vi har sett att objekt som vi vanligen tdnker pa som partiklar (till exempel elektroner)
i sjilva verket maste beskrivas som vagor. En partikel med rorelseméngd p och energi
E motsvarar i nagon mening en vag med vaglingd A\ = h/p och frekvens v = E/h. Vi
ska strax aterkomma till denna kvantmekaniska beskrivning av materian. Foérst ska vi
diskutera nagra allmanna egenskaper hos vagor.

Sinusvdgen ar den enklaste av alla vagor:
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A ar vagens amplitud

D bestammer hur mycket vagen ar forskjuten langs z-axeln.

Det visar sig ocksa praktiskt att infora vdgtalet k = 2w /A. Uttrycket for vagen kan da
skrivas

4

f(z) = Asin(kz — D)

Detta uttryck ger en “stillbild” av vagen. Sag nu att den ror sig med jamn fart at
hoger. 1 sa fall maste D vixa i proportion med tiden:

D = wt

dar w &r en konstant. Om vi betraktar en speciell punkt langs z-axeln (till exempel ¢ = 0)
och hur vagen varierar just dar, ser vi att med D = wt utfor vagen en hel svingning under
tiden 27 /w. Detta &r alltsa svingningstiden T. Men vi vet att frekvensen v definieras som
ett genom 7', sa

w
V= — eller w=2ny
2w

w kallas vinkelfrekvensen och anger hur manga radianer vagen “hinner med” varje sekund.
(En hel svingning betraktas som ett varv, alltsd 27 radianer.)

Lat oss sammanfatta allt detta:

En vag som ror sig i positiv z-led och som har vaglangden A och frekvensen v
beskrivs av funktionen

f(z) = sin(kz — wt)
dar vagtalet k och vinkelfrekvensen w ges av

_27r

k
A

w =27V




Notera att med de nya storheterna vagtal och vinkelfrekvens sa kan formlerna for hur
energin och rorelseméangden svarar mot vagegenskaper skrivas sa hér:

dar h = h/(2m). (Denna konstant uttalas “h-streck”.)

Vi vet nu hur man matematisk beskriver en vag med en viss vaglingd och frekvens. En
sadan vag motsvarar en “partikel” med viss rorelsemangd och energi, enligt formlerna
ovan. Vi har uppenbarligen ett stort problem i denna korrespondens mellan vag och
partikel: En partikel uppfattar vi som ganska val lokaliserad — en partikel dr nagonstans.
Men den vag vi just beskrivit befinner sig utspridd ldngs hela z-axeln!

Vi ska nu bekanta oss med en mycket central matematisk egenskap hos harmoniska
vagor (d v s sinus- och cosinusvagor) som loser detta problem at oss, och som dessutom
visar sig grundliggande for hela kvantmekaniken.

Har ar tva vagor med lite olika vaglingder, A; respektive As:
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Vagorna har forstas oandlig utstrackning i bada riktningarna, men i figuren syns endast
ett visst antal vaglingder av den ena vagen, sidg n stycken, och precis en mer, n + 1, av
den andra. Lat oss nu addera dessa tva vagor med varandra, d v s fér varje punkt langs
z-axeln lagger vi samman vagornas dar:
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~ Eftersom vagorna &r i motfas vid utkanterna av intervallet sa slacker de ut varandra
dar, medan de a andra sidan forstarker varandra i intervallets mitt. Detta utseende hos
summan av de tva vagorna upprepar sig odndligt manga ganger i de bada riktningarna.

Man kan visa att genom att addera odndligt manga vagor — alla med vaglangder ungefar
som A; och Ay — sa kan vi sldcka ut alla dessa andra bumpar som ligger utanfor figuren.
Resultatet blir en enda bump med ungefarlig utstrackning Az — ett sa kallat vdgpaket.



Ur figuren kan vi fa fram ett samband mellan vagpaketets ungefirliga bredd Az och
det ungefarliga vaglingds-intervall AX = A; — Ay som ingar i den oandliga summan av
sinusvagor som bygger upp vagpaketet.

Vi bérjar med att observera att den forsta vagen far plats med n vaglangder pa samma
intervall som den andra far plats med n + 1 stycken. Detta betyder att

n/\1 = (n + 1)}\2

ur vilket vi kan ldsa ut n:
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Vagpaketets bredd Az ar ju nA;. Om vi i detta satter in uttrycket fér n far vi
A A2

om vi antar att A\; ~ Ay och later A beteckna denna ungefir gemensamma vaglingd.
Resultatet kan vi skriva sa hér:
Az AX = \? (1)

Detta &ar en relation mellan vagpaketets bredd Az och intervallet A\ av vaglangder som
det ar uppbyggt av. Vi kan ocksa saga att det ar en relation mellan osdkerheten 1 position
och osdkerheten i vaglingd.

Vad betyder nu allt detta for kvantmekaniken?
Jo, vi 6nskar beskriva exempelvis en elektron som en vag med en viss vaglangd som ar
relaterad till elektronens rérelseméngd enligt

A= —
p
Men samtidigt bér elektronens position vara nagot sa nar valbestamd — vi vill inte ha en
beskrivning av elektronen som kraver att den ar utspridd precis dverallt, sa som fallet ar
med en enkel sinusvag. Losningen &r att beskriva elektronen som ett vagpaket. Vi har
just sett den matematiska innebdrden av detta: ett vagpaket far man genom att addera
manga olika sinusvagor med lite varierande vaglangd. Att elektronen ar ett vagpaket
maste darfor innebéra att dess vaglingd &r lite obestdmd, nagot som da dven maste gilla
dess rorelsemangd.
Vi kan ganska enkelt 6versdtta “osidkerhetsrelationen” (1) ovan mellan position och
vaglangd, till en motsvarande relation mellan position och rorelseméngd.
Notera forst att
R dp  h
P=X T T T
Om vi bestdmmer oss for att definiera osdkerheten i rorelsemangd Ap som ett positivt tal
sa innebar detta att

h
Ap= 5 AN

Om vi anvénder detta i relationen (1) ovan mellan Az och AX far vi

Az-Ap~h



Detta &r den berémda Heisenbergs osikerhetsrelation. Den sdtter en grans pa hur
vilbestdmda ett objekts ldge och rorelseméngd kan vara pa samma gang. Om man vet
valdigt val var ett foremal befinner sig, har detta foremal med nédvandighet en valdigt
odefinierad rérelseméngd. Och omvéant: vet man nastan exakt vilken rorelsemangden ar
s& kan féremalet befinna sig ndstan var som helst.

Det kan férstas finnas manga anledningar till att osidkerheterna Az och Ap &r storre
an sa har. Relationen ger bara en lagsta grins pa dessa. Darfor brukar man skriva den
med olikhetstecken. Man brukar ocksa skriva h snarare 4n h — detta har att gora med de
exakta definitionerna av osikerheterna Az och Ap. Sa har ska den alltsa se ut:

Heisenbergs osidkerhetsrelation

Az-Ap>h

For enkelhetens skull har vi hdr begransat diskussionen till en dimension, och detta
kommer oftast vara tillrackligt &ven i fortsdttningen. I tre dimensioner har man en
osakerhetsrelation for varje riktning:

Az -Ap, > h
Ay-Apy, > h
Az-Ap, > h

Pz, Py och p, betecknar hér rorelseméngdsvektorns tre komponenter. Observera att
det inte finns nagon osdkerhetsrelation mellan till exempel y och p,: det finns inget som
hindrar fullstdndig kdnnedom om var en partikel befinner sig i y-led samtidigt som man
vet hur stor dess rorelseméngd i z-led ar.

Ofta framstéalls osdkerhetsrelationen som nagot mystiskt, men i sjalva verket ar den
bara en direkt konsekvens av materiens vagnatur. Och det &ar ju ingen som tycker att det
ar sarskilt mystiskt att man inte exakt kan besvara fragan om var en vag befinner sig.



